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ДО СТАТО Ч Н Ы Е У С Л О В И Я  Э К С П О Н Е Н Ц И А Л ЬН О Й  
У С Т О Й Ч И В О С Т И  П Е РИ О Д И Ч Е С К О Й  СИ СТЕМ Ы  
С КРАТН Ы М И  ЗА П А ЗД Ы В А Н И Я М И *
При исследовании устойчивости систем дифференциальных уравнений 
с запаздываниями используются различные подходы (метод функционалов 
Ляпунова [1-5], метод производящих функций [6-8], ТК-метод Азбелева [9-11], 
первый метод Ляпунова [12-16]). Первый метод Ляпунова активно использу­
ет понятие характеристического уравнения. Построение характеристического 
уравнения, определяющего характеристические показатели или мультипли­
каторы периодической системы дифференциальных уравнений с кратными 
запаздываниями, связано с интегрируемостью нестационарной системы обык­
новенных дифференциальных уравнений [17,18]. Задачу нахождения мульти­
пликаторов можно заменить задачей нахождения собственных чисел краевой 
задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений. На этом пути уда­
ется связать экспоненциальную устойчивость периодической системы диф­
ференциальных уравнений с кратными запаздываниями с экспоненциальной 
устойчивостью систем обыкновенных дифференциальных уравнений [19]. Это 
сведение задачи экспоненциальной устойчивости систем с запаздываниями 
к аналогичной задаче для обыкновенных дифференциальных уравнений при­
меняется при изучении абсолютной устойчивости стационарных систем с за­
паздываниями [20-22]. Достаточные признаки экспоненциальной устойчиво­
сти дифференциальных уравнений с последействием, полученные другими 
методами, приведены в [23-28]. В данной статье в рамках рассматриваемого 
подхода для получения достаточных условий экспоненциальной устойчиво­
сти периодической системы используется метод функций Ляпунова.
1. М етод функций Л япунова
Рассмотрим периодическую систему дифференциальных уравнений с за­
паздываниями
*Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект №06-01-00399, и программы фунда­
ментальных исследований Президиума РАН № 15 «Математические методы в нелинейной 
динамике».
(1.1)
к=0
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где х : М —»■ Мп, и  > О, (к — 0, . . . ,  т) -  о;-периодические кусочно непре­
рывные матричные функции.
Системе (1.1) поставим в соответствие однопараметрическое семейство си­
стем обыкновенных дифференциальных уравнений
комплексных чисел. Справедлива
Теорема 1 ([19]). Из экспоненциальной устойчивости семейства систем
(1.2) для множества параметров {г : г Е С, \г\ ^  1} следует экспоненци­
альная устойчивость системы (1.1).
Для выполнения условий теоремы (1.1) необходимо, чтобы система
была экспоненциально устойчивой. Используя принцип максимума модуля 
[29] для собственных чисел матрицы монодромии системы (1.2), приходим к 
следующему достаточному условию экпоненциальной устойчивости.
Следствие 1 ([19]). Если система (1.3) экспоненциально устойчива, то 
для экспоненциальной устойчивости системы (1.1) достаточно, чтобы се­
мейство систем (1.2) было экспоненциально устойчивым для множества 
параметров {г : г Е С, \г\ — 1}.
Теорема 1 и следствие 1 показывают, что можно получить достаточные 
условия экспоненциальной устойчивости системы с запаздыванием (1.1), ре­
шая аналогичную задачу для однопараметрического семейства обыкновен­
ных дифференциальных уравнений. Для решения последней задачи исполь­
зуем второй метод Ляпунова. В монографии [30, с. 118] на его основе полу­
чены оценки характеристических показателей системы (1.3). Мы используем 
данный подход для оценки характеристических показателей однопараметри­
ческого семейства систем (1.2) в комплексной области. Рассмотрим матрич­
ную функцию б?, определяемую отображением Мх С —>• Сп, где Сп -  п-мерное 
пространство над полем комплексных чисел. Потребуем, чтобы функция 
С?(*,£) допускала кусочно непрерывную производную, была о;-периодической 
и при всех £ Е М, 2 Е С матрицы (?(£, г) были эрмитовы и положительно 
определенными. Описанный класс матричных функций б? будем обозначать 
как С. Определим матричную функцию (3, полагая
ах /  \  / -л \—  = А ^ , г ) х ,  (1.2)
где А(Ь,г) =  Хь=о t £ Ш, г £ С. Здесь С обозначает множество
(1.3)
(1.4)
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где £ Е М, £ Е С. Обозначим через £ Е 1 , ^ Е С, наибольший корень
уравнения
Справедлива
Т еорем а 2 ([30, с. 120]). Пусть х -  произвольное фиксированное комплекс­
ное число и Х(х) -  характеристический показатель системы (1.2) с макси­
мальной вещественной частью. Д ля  сколь угодно малого £ > 0 в классе С 
найдется матричная функция О такая, что
С ледстви е 2. Д ля  экспоненциальной устойчивости системы (1.1) доста­
точно, чтобы в классе С нашлась матричная функция О такая, что вы­
полняются неравенство
Для периодических систем дифференциальных уравнений с запаздывани­
ями второго порядка полученный результат можно конкретизировать. Выби­
раем матрицу-функцию
где с(-,х) -  о;-периодические функции, допускающие кусочно
непрерывные производные при всех £ Е С, причем
Уравнение (1.5) можно записать в виде
ц2 — эр((3(£, ^ )С _1(£, х))ц +  с1е1((3(£, ^)С _1(£, г)) — 0, £ Е Е С,
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х) — дб?(£, х)) — 0, £ Е 1 , х Е С. (1.5)
д(£, х) <И — £ Х(х) ^  ■ д(£, х) с?£.
или неравенства
д(£, 0) с?£ < 0, ] д(£,^)с?£<0.
а(£, г) >  0, с(£, г )  >  0,
а(£ ,^)с(£ ,^) —  |5(£,^)|2 > 0 ,  £ Е [0,а;], £ Е С.
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где матричная функция Q определяется формулой (1.4). Находим [30, с. 123]
sp (Q(t , z)G~1(t,z))  =
=  sp (G(£, z)G~l {t, z) +  G(£, z)A{ t , z )G~l {t, z) +  ^4*(£, z)) =
=  sp(G(£,z)G_1(£,z)) +  2 Re(spH(£,z)), £ E M, z E C.
Здесь sp(G(£, z)G~l (t, z)) — 2S(t,z),
e 2ö(t,z) _  ^  — a ( t 7z ) c ( t 7z )  — |6 ( £ ,z ) |2 , £ E M, z  E C.
Таким образом, уравнение (1.5) принимает вид
q2 — 2 (S{t,z) +  Re(sp A(t ,z) ))q  +  e~26^ ^  A(£, z) =  0,
где A(£,z) =  det Q(£,z), £ E M, z E С. Находим его наибольший корень
g(£, z) =  <S(£, z) +  Re(sp A(t, z)) +
(1.6)
+ Y (£(£, z) +  Re(sp H(£, z))) — е 2(КМ)Д(£? z), £ E l ,  z Е i
2. Д иф ф еренциальны е уравнения второго порядка
Используем полученный в разделе 1 результат для нахождения доста­
точных условий экспоненциальной устойчивости линейного периодического 
дифференциального уравнения второго порядка с запаздываниями:
т
ж(£) +  (Д(£)ж(£ — кш) +  Qk(t)x(t — кш)) =  0, (2.1)
к=0
где х : Ж —»■ R, Д  и (к — 0 , . . . ,  т) -  кусочно непрерывные о;-периодические 
функции. Рассмотрим линейное обыкновенное дифференциальное уравнение 
второго порядка
ж(£) +  Р(£, z)x(t)  +  Q(£, z)x(t)  =  0, (2.2)
где P(t ,z )  =  Y^k=ozkPk(t); Q(t ,z)  =  Y^k=ozkQk(t)] t E Ж, z E С. Замена 
переменной
1 Г
2 Jo
(2.3)х — у exp
приводит уравнение (2.2) к уравнению Хилла
y + p ( t , z ) y  = 0 (2.4)
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с коэффициентом
p(t ,z)  = Q ( t , z ) -  | P 2( t , z ) -  ^ P ( t , z ) ,  t £ l ,  z EC.
Находим p ( t , z ) =   ^ 6 £ £ С, где (A: =  0 , . . .  ,2m) -  ca-ne-
риодические кусочно непрерывные функции, определяемые следующим об­
разом:
к
Pk(t) =  Qk(t) -  ^ J 2 P i ( t ) P k-i(t) -  1 Pk(t), к =  0,m;
x m г=° (2-5)
PfeW =  Л Д Л - Д ) ,  к = m  +  1,2m, t 6 M.
i=k—m
Т еорем а 3. Длл экспоненциальной устойчивости уравнения (2.1) доста­
точно, чтобы выполнялось одно из следующих условий:
1) X , {РОтах ~ РОср) Н” X . ^   ^ /  |Р/с(^)| dt <
Л=1^л/Ротах 2а;Дрой
С ( л Д  -  1 Л Д |)  dt при р0тах +Р0ср > 0; (2.6)
I 2т
2) у -р о с р + 9 г— —  J 2  /  ь д м <AUJyJ РОср ^ ^  J0
^  2а; J  — ^  > № ) \ )  ^  при ротах Н- РОср ^  0; (2.7)
3^  1 ь Р о(У )-Р о(Ц ) | 1 y i ,  Г  Ы Ь \_d t <
2ш Po(t i)-Po(tn)  y/po(t)
1 PUJ / m
д  e « w - E  w w i
JU 4 k=1
< 2a; I ' ^  " I ^ W I  ) dt при p0(t) > 0 , t E M,
Po кусочно непрерывно дифференцируема. (2.8)
Здесь
1 [ ш
РОср = ~  Po{t)dt, Ротах =  max p0(t),си Jо te[o,Lj]
t f , . . . ,  £+ -  точки максимумов, a t ^ , . . .  , t~ -  точки минимумов функции ро 
на промежутке [0,о;).
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Д о к азательство . Обозначим
1 Гш
— / Р(£, г) сИ — 2/^о(^)? z е С. (2.9)
и  Уо
Тогда характеристические показатели Х(г), А(^) уравнений (2.2) и (2.4) с мак­
симальными вещественными частями связаны равенством Х(г) =  Л(^) — Цо(^)? 
£ Е С. Отсюда следует, что оценка максимального характеристического пока­
зателя для уравнения (2.2) сводится к оценке соответствующего показателя 
для уравнения Хилла (2.4).
Уравнению (2.4) можно поставить в соответствие линейную систему обык­
новенных дифференциальных уравнений первого порядка (1.2) со следующей 
матрицей коэффициентов:
где с(-) -  сс-периодическая положительная функция с кусочно непрерывной 
производной. Используя формулу (1.4), находим
Возьмем матрицу
Для рассматриваемой системы имеем
5(г, г) = 0,
. c2(t) p(t,z)  2 _
 ^= ~ с® ~ ЗДГ ’ *G z G
Используя эти результаты и формулу (1.6), находим
(2 .10)
В частности, если c(t) — с — const > 0, t Е R, z Е С, то
q(t , z) — с — ^  , t Е М, z £ С.
с
(2 .1 1 )
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Исходя из следствия 2, заключаем, что для экспоненциальной устойчи­
вости исходного уравнения (2.1) достаточно, чтобы выполнялись следующие 
неравенства:
max
И=
1 ( т ;  /  о(г)) < 0, (2.12)
2~ У  д Д О )^ -р о (О )  < 0. (2.13)
Используя формулы (2.9) и (2.11), неравенство (2.12) заменим более жест­
ким неравенством
■| puj 2т ..
/  (Ь о Д  - с 2| +  5 2 |p fc(t) |)d i < —  /  ( р 0Д  -  5 2 |P * ( i) |)d i.  (2.14)
1/0 fc=l 1/0 fc=l2о;с
Используя неравенство (2.14), покажем справедливость неравенств (2.6), 
(2.7).
Если po(t) =  ро =  const, то положим в (2.14) с =  \J\po\- Тогда неравенства
(2.6) и (2.7) выполняются.
Если Ро(г) ф const, то ротах > РОср• Следовательно, РОтах > о при 
РОтах + РОср > 0 И р0ср < 0 при РОтах +  РОср ^  0. Поэтому МОЖНО ВЗЯТЬ
IVPO max при РОтах 4” РОср > 0,
\л/~Р0ср при РОтах 4” РОср ^  0.
Если РОтах +  РОср > 0, ТО ИМввМ
_ 2т
I ( I Пел (t} — Д  I -I-
2ис
1 Гш / 2ш \
^  Уо ( | р о ( * ) - с 2| +  ^ | p /c(£)|Jd£ =
1 1 f 03
■-(ро max -  РОср) + 7,----, /
Jo k=12 л/РОтах 2ш д/рой
Неравенство (2.14) принимает вид неравенства (2.6). Если ротаж +  РОср ^  0, 
то имеем
2?Т7/ 2  777
■Ыа ( I M ' ) _ c 2 |  + ^ lm(<)0 df =  v ^ + ^ = /  E i w W i * .
Неравенство (2.14) принимает вид неравенства (2.7). Нетрудно убедиться, что 
при выполнении неравенства (2.6) или (2.7) неравенство (2.13) выполняется.
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Покажем справедливость неравенства (2.8). Принимая в формуле (2.10) 
СМ =  у Ш ,   ^ ^ получим
шах
И=
^ ( Г ^ л + | Г ^ л 4 " ( а д - | | в д в -
Так как ро имеет конечное число максимумов и минимумов на периоде, то 
имеем
1 Г
2^ ./о
1йД)1 _  _ р  1пт о ( Л ) - - - т о ( Д )
а; У0 2р0(0  2а; р 0(г1 ) . . . р о ^ п )
Тогда последнее неравенство совпадает с (2.8). Нетрудно убедиться, что при 
выполнении неравенства (2.8) неравенство (2.13) выполняется.
П ри м ер . Рассмотрим линейное периодическое дифференциальное уравне­
ние (2.1) второго порядка с запаздыванием
р2х{/) +  2 £*/ж(£) +  ж(£) =  /гт(£)(ж(£ — 2тт) — ж(£)), (2.15)
где г/, £, р -  положительные параметры, функция -и определяется формулой 
у{/ )  — 1 — е соэ(£), £ Е М, 0 <  £ <  1.
Уравнение (2.15) можно записать в форме (2.1) с коэффициентами
Р0Д = - ,  ЗД) = о, д 0Д = 1 + /хД , Q1{t) = -^ p -, *ек.
Используя формулы (2.5), находим
роО) = -— Р1(#) = р2(*) = о, гем.i/z ^
\ тт 2 +  (2 +  е )ц  — 2£2
а) Ьсли выполняется условие РОтаж +  РОс» =  ----------- о------------  > и, ТОV1
для экспоненциальной устойчивости уравнения (2.15) достаточно выполнения 
неравенства (2.6) (га =  1). После вычислений оно принимает вид
(1 +  г)р ^  £
21/у/1 +  р +  £Ц -  £2 V
и преобразуется к форме (1 +  г)/а < 4ф
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В результате область экспоненциальной устойчивости уравнения (2.15) 
описывается неравенствами
4£
ц  <  ПРИ 0 <  £ ^  1,
2(£2 — 1) 4£ 1  ^ 2 +  е +  У  (2 +  е )2 +  (1 +  в)2
- Д    <  А* <  ПРИ 1 <  £ <        —•2 +  £ 1 -|- £ 1 -|- £
2 +  (2 +  ф - 2 £ 2б) Если ротах +  Роср — ------------ о------------ ^  0, то для экспоненциаль-
V 1
ной устойчивости уравнения (2.15) достаточно выполнения неравенства (2.7) 
(га =  1). После вычислений оно принимает вид
2 £  -  Р -  2 ^  £
2г/Д £  - р -  1 V
и преобразуется к форме р  < 2(£ — 1).
В результате область экспоненциальной устойчивости уравнения (2.15) 
описывается неравенствами
2(£2 -  1)
р  ^  ^ при 1 < £ < 1 +  £,
М < 2(£ -  1) при £ ^  1 +  £•
в) Если выполняется условие ро(£) > 0, £ Е [0, 2тт), что равносильно нера­
венству 1— £2+ ц (1— £) > 0, то для экспоненциальной устойчивости уравнения
(2.15) достаточно выполнения неравенства (2.8) (п =  1, £^ =  0, £^ = 7 г). Ис­
пользуя [32, с. 197], имеем
1 727Г 1р1 (£)!<*£ 1 Г / £з т-ч 77Г 7\/  л = —  л / 1 - £ 2 + ц  +  Ц£аЕ - Д ]
л/М £) ™  ^  У
1 - £ 2
( Л )л/1 — £2 +  м
Здесь Е1 ((/?,&), Е((р,к) -  нормальные эллиптические интегралы Лежандра
2 ре
первого и второго рода соответственно, К—\ '
1 р  +  р е
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В результате область экспоненциальной устойчивости уравнения (2.15) 
описывается неравенствами
2_ 1  ^ ~  £2 +  Щ  + £) , _1_
4тг 1 — £2 +  р(1 — е) 7гг/ ч/1 — Ч2 +  р +  р£ Е  ( | л )  -
1 -  У (§•*)
1 - У  + р ( 1 - е )  > 0 .
<
В пределе при г —>• 0 область экспоненциальной устойчивости уравнения
(2.15) описывается неравенствами
0 < р < 2 £ ( 1  +  £)  п р и  0 < £ ^ 1 ,
-  1)  <  Р  <  2 £ ( 1  +  0  п р и  £  >  1.
3. Система диф ф еренциальны х уравнений второго порядка
Рассмотрим периодическую систему дифференциальных уравнений вто­
рого порядка с запаздыванием
д2и(к) ди(к) ,
 ^0 _ <^£----{к)и(ф — кси) — 0, (3.1)
к=0
где и: М —»■ Мп, и  > 0, Вр (к — 0 , . . .  , га) -  о;-периодические кусочно непре­
рывные матричные функции; щ -  положительное число.
Запишем для (3.1) соответствующую однопараметрическую периодиче­
скую систему обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка
(Ри бы х—> е \  ^ .
+ р к{0и = 0. (3.2)
к=О
Замена переменной и — ехр(— £/2)г приводит систему уравнений (3.2) к 
виду
Сру
^ 2  + Р & Ф  =  (3-3)
где Р  -  о;-периодическая кусочно непрерывная матричная функция первого
аргумента, определяемая формулой
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Р ( м )  =  Л)(*) +Р(*,г ) ,  Ро^) = В 0(ь) -  ^ о К ,
™ , (3-4)
Р(£,^) =  2_^Вк($)г ,  ^ Е М, £ Е С.
/с=1
Теорема 4. а) Пусть С -  произвольная и-периодическая кусочно непрерыв­
ная матричная функция; С(£); £ Е М, -  положительно определенные эрми­
товы матрицы. Тогда для экспоненциальной устойчивости системы (3.1) 
достаточно, чтобы выполнялось следующее условие:
-  ( Г « , ( * ) * * + £  Г  с ю - ь в м с а г 1*
Ш V 0 к=1
ей < ио, (3.5)
где до(Ь -  норма матрицы
< Ш = (  с(*)-^(*)С7(0-4 с « ) - с ( г 1р„*(*М<)-П
^ С(() -  С(»)-1Р0(«)С (()ч  -С («)-5С («)С (()-5  )
В частном случае постоянной матрицы С неравенство (3.5) принимает вид
-| / /*Сс7 1 477.
-  /  | с ' - С ' - 5 ( Б 0(7)--г/о24 п ) с '- 5 |^  +  ^  /
^  \^° /с=1
С ъВк(ф)С 2 с?£^  < ^о-
(3.7)
б) Пусть 7?о(£), £ Е М, -  эрмитовы матрицы и /?отт(£), £ Е М, -  их 
наименьшие собственные значения; £?&(£) (к — 1 , . . . , т ) ,  £ Е К, -  положи­
тельно определенные эрмитовы матрицы и /?&та ж(£) (к — 1 , . . . ,  т),  £ Е К, -  
ш; наибольшие собственные значения. Предположим, что
В 0(Ь) ^  а 2/ п, < 6 К ,
где а  > 0 -  некоторое число. Тогда для экспоненциальной устойчивости 
системы (3.1) достаточно, чтобы выполнялось условие
Атаж(£)б?£ ) < Щ- (3-8)
в) Пусть 5о(£), £ Е К, -  эрмитовы матрицы и /?отаж(£); ^  В, -  га  пага- 
большие собственные значения; В^{б) {к — 1 , . . . ,  га), £ Е М, -  положительно
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определенные эрмитовы матрицы. Тогда для экспоненциальной устойчиво­
сти системы (3.1) достаточно, чтобы выполнялось одно из следующих усло-
вии:
А) -  А)ср 1 Л  2 А  Л+ \
- м  + + ^  )  < щ
при Ао + /Зоср > 0; (3.9)
2 )
А ) ср А ) ср
\ ]  А)ср \ ]  А)ср
кср
к= 1
3)
А) -  А0 ср + А ;
Æ  У/Щ
г'о
при Ао +  Akp A 0; (3.10)
при Ao +  Aocp > °; (3-ii)
4) \ J  -fiücp
\ j  Pocp
ËAÜ
/c=l
Здесь
при Ао +  Aocp < °- (3-12)
UJ
Ao =  max AomoæW; Ao™ =  -  /  Aomax(t)dt;
1 UJ J
UJ UJ
@0cp ~  ~  J  A)ram(^) d t \  $kcp ~  ~  J  0 k m a x ( t )  d t ,  (к
о 0
г) Пусть Bo(t), t £ Ж -  эрмитовы матрицы, Po(t) > 0, t E R, и суще­
ствует кусочно непрерывная производная Bq. Тогда для экспоненциальной 
устойчивости системы (3.1) достаточно, чтобы выполнялось условие
1 Ги
и  Jo  \
^Ь(*) Н +  Po(t) *Èo(t)Po(t) 2 dt < щ.  (3.13)
k=i
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Д о к азательство . Характеристические показатели A(z), A(z) систем (3.2) и
(3.3) и максимальные вещественные части связаны следующим равенством: 
Л (z) =  A(z) — щ /2. Отсюда заключаем, что оценка максимального характе­
ристического показателя для системы (3.2) сводится к оценке соответству­
ющего показателя для системы (3.3). Запишем (3.3) в виде системы (1.2), 
где
* = ( • ) .  Ж М )  =  ( Д м )  Д  « е л ,  г £ с .
Пусть С -  произвольная п х п  матрица-функция, обладающая кусочно непре­
рывной производной, для которой матрицы C(t), t Е М, являются эрмитовы­
ми и положительно определенными. Применим теорему 2, полагая
« э д Д Т  Д Д  < e R '
Воспользовавшись формулой (1.4), определим вид матричной функции Q. 
Имеем
п а  п  = (  д W  ~ A  t <=т ? (= с
^  ’ > Д Д )  -  C(t)~l P{t, z) - С Д Д О Д С Д ) “ 1 ) ’ t e R ’ z e C -
Уравнение (1.5) преобразуется к виду det (Q(t, z ) —q(t, z)l2n) — 0, где Q(t, z) — 
— G(t, z)~z Q(t, z)G(t, z ) ~ z , t E M, z E С. Определим вид матричной функ­
ции Q. Имеем
п и  z ) = (  C ( t ) -h c ( t )C ( t ) -b  C( t ) -  C ( t ) -b p ( t ,  z )* C ( t ) -* \
y , )  \ C ( t ) - C ( t ) - * P ( t , z ) C ( t ) ~ *  J ’
где t E l ,  z E С. Для наибольшего корня уравнения (1.5) q2 (t,z)  при фикси­
рованных z справедливо неравенство
q2{t,z) ^ q ( t , z ) ,  (3.14)
где q(t,z) -  норма матрицы Q{t,z),  t Е М, z Е С. Действительно, для соот­
ветствующего собственного вектора х  матрицы Q(t,z),  t Е М, z Е С, имеем
Q(t ,z )x  =  q2 ( t,z)x,
q ( t , z ) =  \Q(t,z)\ = s u p ^ p p ^ -  ^  =  \q2(t,z)\ ^  q2(t,z).
x^o \x\ \x\
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Из неравенства теоремы 2 для характеристического показателя A(z) уравне­
ния (3.3) и оценки (3.14) следует
1 Гш
Re A(z) ^  —  I q ( t , z )d t , t Е М, z Е С.
2а; Уо
Следовательно, исходя из этой оценки характеристического показателя 
Л(z) достаточное условие экспоненциальной устойчивости системы (3.1) при­
мет вид
max [ — [  q( t , z )d t  \ < щ.  (3.15)Jo )
Пусть выполнены условия «а» теоремы. Запишем матрицу Q(t,z)  в виде 
Q(t,z)  =  Qo(t) +  Qi( t , z) ,  где матрица Qo(t) имеет вид (3.6), а матрица
* ( м )
п
где Q2i ( t ,z)  = p( t ,  z)C(t)~%, P( t ,z )  =  У ^ Б / Д ) ^  t e R, z (E C.
k = 1
Введем обозначения
R 2k( t ) = C ( t ) - ^ B k( t )C ( t ) -12 (fc =  l , . . . , m ) ,  i6 M . (3.16)
Тогда матрица Q{t,z)  примет вид
6(м)= «)+е Ц 4 , ()
где t Е М, z Е С. Положим
Q2k(t,z) = (^_z fc^2A(t) * (A: =  1, . . . ,  to), t e K, z 6 C.
Для нормы матрицы Q{t,z)  справедливо неравенство
rri rri
\Q ( t , z ) \=  Q0(t) + ^2Q 2k( t , z )  ^  |QoC)| +  Х ^ з а Д ,* ) ! -  (3.17)
/с=1 /с=1
Имея в виду равенство спектральных норм \Щк^)\ — \Я2к(^)\, t Е М, [31, с. 373], 
получим
J \ z kR*k(t)y\2 + \ z kR 2k(t)x\2 
\Q2k(t,z)\ =  s u p -----------------------------   =  AI \R2k(t)\y t e R ,  z e C.
х,уфо V\v\  + N
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С учетом последних формул неравенство (3.17) примет следующий вид:
ГП
|<3(М)| ^  ЗоД + X \Ак\^2к^)\,  * £ Е, г е С .
к=1
Учитывая последнее неравенство, оценим величину
— [  q( t , z )d t  \ = — max ( [  \Q(t ,z)\dt  \ ^
W  о J u \ z t e i \ J o  J
 ^ /  raj x— f U
^ -  /  Qo(t)dt + y 2  \R2k(t)\
ш V Jo k=l Jo
dt .
Тогда неравенство (3.15) примет вид 
1
и
PUJ ut j  PUJ
/ qo(t)dt + y 2  \R2k(t)\ 
J o k=1 Jo
dt < щ
или с учетом введенных обозначений (3.16) получим (3.5).
Рассмотрим частный случай C(t) — С — const, t Е М. Воспользовавшись 
формулой (3.6), имеем
Ч - А н  ' - ‘ Г Г ” ) -
Введем обозначение
R x{t) = С -  C - * P 0(t)C-*,  t Е М. (3.18)
Тогда матрица Qo(t), t Е М, примет вид
а ,< ‘) =  (в,°(*) Т ) '  ‘ £ М -
Для нормы матрицы Qo(t), t Е М, с учетом равенства спектральных норм 
\R*(t)\ =  |i?i(t)|, t Е М, [31, с. 373] справедливо равенство
\Ш  =  SUP =
Х,уф о л/|уГ2 +  |ж|2
Учитывая его и обозначение (3.18), из неравенства (3.5) получим (3.7).
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Пусть выполнены условия «б» теоремы. Положим в (3.7) С — а1п . Так 
как Б 0(£) ^  а 21т t £ Ж, то Д].(£), £ Е М, -  положительно определенная 
эрмитова матрица. Имеем
|Д Д ) | =  ^  [о? ~ 00т т О )  +  ^ 0 ^  ’
1-^2*(*)| =  ~0ктах{к) (к = 1, . . . , т ) ,  Ь е Ж.а
Тогда неравенство (3.7) примет вид (4).
Пусть выполнены условия «в» теоремы. Положим в (3.7)
с  -  I  7 ^ 1п при +  ^ ср >  ° ’
\  \ J - 0 O c p  при /?о +  0 1 Р о.
Тогда, если /?о +  /3$ср > 0, то имеем
1^1 (£)| =  /^?0 — Ашт(^) +  4 ^ °) ’
|^2/с(^)| =  ^^-Рктах  (£) {к — 1, . . . , ш) ,
где £ Е М. Следовательно, условие (3.7) принимает вид неравенства (3.9). 
Аналогично, если /?о +  /?оср ^  0, то имеем
|ДД)1 = г А _  ( - Д ср -  А )т т Д  + ^ о 2)  >
у  00 ср
|Д 2 а Д ) | =  , 1 0кт ах{0)  (к  =  1, . . . , т ) ,  £ <Е Ж.
\ j - 0 O c p
Следовательно, условие (3.7) примет вид неравенства (3.10).
Теперь при выполнении условия «в» теоремы положим в (3.7)
С - {  1п ПрИ +  Рйср >
\  \ J - 0 O c p  ^  при /?о +  0 о ср <  о.
Тогда, если /?о +  /3^ ср > 0, то имеем
1^1 (£)1 =  _  Ашт(^) +  4 ^ °) ’
|^2/с(£)| = ^ ^ ^ шаж(£) (А; = 1 , . . . , т ) ,
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где £ Е М. Следовательно, условие (3.7) примет вид неравенства (3.11). Ана­
логично, если /?о +  /3^ ср ^  0, то имеем
|ДД)1 = А   ( -Роср  -  А )ттД + 1^01 >
\J  ~@0ср
1-^ 2к ( t )  | — j ----------fikmax ( t )  (& — С  • • • ? ^ )  5
у  ~@0cp
где t E М. Следовательно, условие (3.7) примет вид неравенства (3.12).
Пусть выполнены условия «г» теоремы. Применим теорему 2, полагая
ад = Со ад-1) ’
Воспользовавшись формулой (1.4), находим
Q (t , z ) = (  °i Д  Д  1)  > t e R ,  z e  С.y - P o i t r ' P X z )  - Р о Д - ^ о Д л д - 1;
Аналогично, как в доказательстве пункта «а», определим вид матричной 
функции
Q ( t , z ) = (  °! ~ - P ( t , z ) * P 0(t) \  t e R , z e C .
\ - P 0( t ) - 2 P(t ,z )  - P 0( t ) - 2P0(t)P0( t ) - 2) ,
Пусть х  =  colon (х 1,^ 2), где -  векторы размерности п. Тогда имеем
x*Q(t ,z)x  =  -2R e(x*PoW “ ^ P (£ ^ )x i)
Справедлива следующая оценка:
x*Q(t, z)x  ^  2|ж2| \P0(t)~^P(t ,z) \  |ж1 | +  |ж2| \P0(t)~^P0{t)P0( t)-^  \ \х2\ ^  
^  \P0( t ) - L2P(t ,z)\{ \X l \2 + \x2\2) + \P0( t ) - 12P0(t)P0( t ) - 12\{\xl \2 + \x2\2),
где t Е I ,  z Е С. Учитывая ее, имеем
|СС, z) | =  sup z)x ,x )  ^  у Д д Л р д Д  +  |P0( £ ) 4 p 0(i)P0(£ )4  |,
ждо 1Ж1
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где £ Е М, 2 Е С. Учитывая это неравенство и обозначения (3.4), оценим 
величину
шах —1 Гам)А) У Г ^Л) / о) Уо \ | л с )  ^ | |  +  | р 0 д  ^Р о Д Р о Д&=1
Из неравенства (3.15) следует справедливость неравенства (3.13).
П ри м ер . Рассмотрим периодическую систему дифференциальных уравне­
ний второго порядка с запаздыванием
с?£2 сИ
(Ри2^)  <1и2(Ь)
+ щ-
(3.19)
+  гхг(£) +  £<р(£)ги(£ -  са) =  О,с?£2 ' и с?£
где £ У 0, од, а;2 (^2 > ^1 > 0) -  постоянные коэффициенты; р  -  сс-пери- 
одическая кусочно непрерывная функция.
Указанная система имеет вид (3.1) для п — 2, т  — 1, где
в » '(> = ( 1  Д )  : =  Ц )  Д 1)  - * £ к -
Воспользуемся для нахождения достаточных условий экспоненциальной устой­
чивости теоремой 4.
а) Запишем условие (3.7). Взяв в качестве С  матрицу
С =
(л)\ 0
0 Ш2)  ’
имеем
1 ,2Г \ —  IС '- С '- 2 ( Б оС ) - ^ оШ ) Г - 2  =
о(  щ
4иц
о 2 1 ,  
V ш У
£ е
Максимальное собственное число последней матрицы равно —/дД , 1. 
Аналогично находим
С - Ъ В ^ С - *  =
\yfUlU2
е ф ) \  
)
)
£ Е
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в| <£>(£)!
Максимальное собственное число последней матрицы равно , £ Е М.
л/^1^2
В результате достаточное условие экспоненциальной устойчивости (3.7) си­
стемы (3.19) имеет вид
9 си1
ъЖии 1 4------
4
б) Наименьшее собственное значение матрицы 7?о(Т равно Д ш т  (4 =  Ь>1, 
а наибольшее /?отааД) =  ш р  ^ ^  качестве числа а  можно взять
Тогда достаточное условие экспоненциальной устойчивости (4) системы (3.19) 
примет вид
4сс? — 1/% £ [ и
------------ 1----------- /  \< Р & ) \сИ  <  щ .
4ш2 00200 Уо
в) Учитывая вид матриц Во(4) и В\{€), находим 6о =  Д ,  /З^  =  Д ,
£ (*^
@0ср ~  @1Ср ~  ~  J  \(Р(^) \ йЬ- В силу положительности значений /?о,
@0ср условия (3.10) и (3.12) не выполняются, а условия (3.9) и (3.11) совпа­
дают. Тогда для экспоненциальной устойчивости системы (3.19) достаточно, 
чтобы выполнилось условие
из\ — 1 /1  о г [ ш . , .. \
- и 0 + -  / \<рШ <а < г/0.
002 002
Оно совпадает с условием, полученным в пункте «б».
г )  Матрицы Ро(^) определяются формулами
а д  =
*^>1 -  у уо 0 ^
0 ш2 ~  Т о
£ Е
У и — -^  у
Условия их определенной положительности имеют вид щ  < 2иц. Нормы мат-
ад ад
риц Р0 2 (£) и ^  2 (£), £ Е М, равны соответственно
1 А С ) Л |=  , 1 » 1^1 Д1 =  ФС)1>
-  Т о
Тогда условие экспоненциальной устойчивости (3.13) системы (3.19) примет 
вид
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